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先介绍一个很美妙也很实用的结论(本

文称为稠密性定理)：

对于无理数Q，{l,tkOt}(k=1，2，⋯)在区

间(0，1)内稠密．

【注】符号说明：

1．[石]表示不超过实数戈的最大整数；

2．{z}=菇一[戈]．

这里，在区间(0，1)内稠密的含义：对于

区间(0，1)内的任意区间(s，t)，均存在正整

数n，使得{n‘a}∈(s，t)．
由此，进一步得到：

对于区间(0，1)内的任意区间(s，t)，均

存在无穷多个正整数n，使得{nkot}∈(s，t)．

若只有有限多个这样的n，设其对应的

{n‘仅}中最小值为强，知珏>s，则不存在正整

数忍，使得{nkot}∈(s，配)，矛盾．
在2015年举办的第二届北京大学数学

夏令营中，有一道题目是：

证明：[n20／](n=1，2，⋯)中有无穷多个

偶数．

利用稠密性定理，可证明比此题强很多

的结论：
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对任意正整数五、m、r(O≤r<m)、无理数

ot，[nk01]中有无穷多个数模m余r．

事实上，由

n％d=m【凡‘三】+m{n‘兰)

=争[n^仪]=，扎【几‘景】+[，扎(n‘罟)】．
故[n＆仅]模m余r§云≤{见‘熹)<等．
对正整数k和无理数旦使用稠密性定理

llL

即证．

稠密性定理常见的证明均使用了很多高

等数学的知识．最近，笔者得到了一个利用范
德瓦尔登定理的初等证明．

范德瓦尔登定理对于任意给定的正整

数N、k，总存在正整数M，使得把数1，2，⋯，M

染成Ⅳ种颜色时，至少存在k个组成等差数

列的正整数为同一种颜色的．

在证明稠密性定理前，先证明一个引理．

引理对任意正整数W、玮、k，有
1 后

n‘=吉∑(一1)¨‘c：(钾+流)‘．
，■：‘=U

证明 考虑多项式．厂(石)=z。在血‘+1个

点W+in(o≤i≤后)处的取值．

化简即得对于任意实数戈，有八％)=戈

经验证，f(X)=石或f(x)=2-x(x∈R)．

消项赋值侧重于对非迭代函数的处理，

而迭代消元侧重于对迭代函数的处理．对于

很多函数方程问题，纵是“示形于其外”，亦

或是“藏势于其内”，都少不了利用函数定义

域和值域进行赋值的方法．恰当的赋值，是打

开思路、解决问题的关键．
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由拉格朗日插值公式知

Ⅱx—w咖))戈‘2蚤带缶丽w rLw如tn一Ⅵ)·
^一台Ⅱ((彬+流)一 咖))

’ ‘

J≠l

O《≤≈

比较上式两边戈‘的系数，注意到，

Ⅱ((伽+流)一w+加))
J≠‘

0句≤^

=n‘·i!(一1)‘一i·(k—i)!．

故1-蚤面可‰(¨科
=击∑(一1)¨ic。i(埘砌)‘．
下面回到稠密性定理的证明．

证明 先证明对任意占∈(0，1)，存在

正整数rt，使得{nkol}∈(0，s)．

取正整数J7、r，使得Ⅳ>l生+1 1．

将所有正整数点N染色：对每个正整数

i，存在唯一的颜色J(1吲≤Ⅳ)，使得{ikot}∈

【与≠，南)，将i染成颜色歹．
由范德瓦尔登定理，知存在长为k+1的

同色等差数列，设为W+in(0≤i≤尼)，其中，

W、n为正整数．

则者蚤(-1)¨ic：{(㈣n)6仪}

=者蚤((-1)¨％·
({(W+i孔)。Ol}一{(W+(i+1)n)‘仪}))．

将此数记为4．

对任意的i(0≤i≤k一1)，由W+in与

W+(i+1)n同色，知

{(埘+讥)。a}_{(伽+(Ⅲ)n)。d}∈(一丙1，_1)．

故A∈(-丽2k-1，蒜)C(一专，札且由
引理，知A与{rtk仅}的差为整数(把所有的小

数部分表示为原数与整数部分的差即知)．

若A∈【o，万1)，注意到，nkd为无理数，

其小数部分不为0．

故{n,kol}-A∈(o，丙1)c(o，占)．

再考虑A∈(一丙1，o)的情形．
此时，{lzkol}=1+A．

取最大的使得∥(1一{ttkoc})<1成立

的正整数坛

故(M+1)‘(1一{lzkol})≥1

专(M+1)‘≥Ⅳ．

Y．N>f笙+1 1 k，则M>2一k．
由{(Mn)‘Ol}与1一∥(1一{rtkol})均属

于(0，1)且差为整数，知

{(Mn)60l}=1一Mk(1一{l'tkol})

≤(膨+1)5(1一{nkot})一西矿(1一{lZkOl})

≤2㈨M一(1一∽d})<缶<占，
其中，将(M+1)。用二项式定理展开，减掉

舾‘后每项M；(0≤i≤||}一1)放缩成Mnl可得

至lJ(M+1)‘一M‘≤2‘Mk～．

根据该结论不难进一步得到稠密性定理．

对于区间(0，1)内的任意区间(s，t)，取

占>0，使得

与f，上+1]‘， ①
占
1一羔 I
L t ／

取正整数n，使得{／'tkOt}∈(0，s)，再取最大

的正整数M，使得舻{儿‘仅}<t(注意到，占<

t，这样的正整数存在)．

故(M+1)‘{Ttkot}≥t．

从而，(M+1)‘≥三．

，'k ．

结合式①得备<l一÷·，W ，

故∥{Ttkol}

≥(M+1)‘{nkol}一2kMk一1{n。a}

2后

>。一矿>5。

于是，{(Mn)‘任}：膨{n5a}∈(s，￡)．

从而，稠密性定理得证．
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