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一 概述 

指数提升定理是解决有关指数的不定方程的有力工具，它在许多难度较高的数学竞赛问

题中往往有着出奇制胜的作用.在这篇文章中我们将重点讲解指数提升定理的证明方法和简

单运用. 

指数提升定理的主要用途是探究质数 p（一般地，p ≥ 3）整除𝑎𝑛 ± 𝑏𝑛的能力，这里 a

和 b 都是正整数.对于中学生来说证明过程可能会有一点复杂，但编者认为，比起记住本文

中所证明的一些结论，看懂并学会论证的过程更能够提升考生的数学能力. 

注意：本篇的所有知识点均不可以直接在高联中直接使用，使用时须给出完整证明；若

在高联级别以上的考试中使用，须注明定理的名称及完整叙述. 

二 定义及标记 

我们定义这样的一个函数𝑣𝑝(𝑥)：它表示正整数 x 能够被 p 整除的最大幂次，这里 p 是

一个质数.用数学语言来讲，设α = 𝑣𝑝(𝑥)，则有𝑝𝛼||𝑥成立（即𝑝𝛼|𝑥但𝑝𝛼+1 ∤ 𝑥） 

三 两个重要的引理 

引理一 设x，y ∈ ℤ且x ≠ y，n ∈ ℕ∗.若对于质数 p（特殊地，可以使p = 2）使得 n 与 p

互质，p|x − y且p ∤ x，则有 

𝑣𝑝(𝑥𝑛 − 𝑦𝑛) = 𝑣𝑝(𝑥 − 𝑦). 

证明 根据𝑥𝑛 − 𝑦𝑛 = (𝑥 − 𝑦)(𝑥𝑛−1 + 𝑥𝑛−2𝑦 + 𝑥𝑛−3𝑦2 + ⋯ + 𝑦𝑛−1). 

下面只需证p ∤ 𝑥𝑛−1 + 𝑥𝑛−2𝑦 + 𝑥𝑛−3𝑦2 + ⋯ + 𝑦𝑛−1即可.又 

𝑥𝑛−1 + 𝑥𝑛−2𝑦 + 𝑥𝑛−3𝑦2 + ⋯ + 𝑦𝑛−1  

≡ 𝑥𝑛−1 + 𝑥𝑛−2𝑥 + 𝑥𝑛−3𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛−1  

≡ n𝑥𝑛−1  

≢ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑝)  

引理一证毕. 

引理二 设x，y ∈ ℤ，n 为正偶数.若对于质数 p（特殊地，可以使p = 2）使得 n 与 p 互

质，p|x + y且p ∤ x，则有 

𝑣𝑝(𝑥𝑛 + 𝑦𝑛) = 𝑣𝑝(𝑥 + 𝑦) 

证明 利用引理一，我们有 

𝑣𝑝(𝑥𝑛 − (−𝑦𝑛)) = 𝑣𝑝(𝑥 − (−𝑦)) ⟹ 𝑣𝑝(𝑥𝑛 + 𝑦𝑛) = 𝑣𝑝(𝑥 + 𝑦) 

这里利用了 n 是偶数的性质. 

四 指数提升定理 

定理一（指数提升定理的第一形式）设x，y ∈ ℤ且x ≠ y，n ∈ ℕ∗.若对于奇质数 p 使得

p|x − y且p ∤ x，则有 

𝑣𝑝(𝑥𝑛 − 𝑦𝑛) = 𝑣𝑝(𝑥 − 𝑦) + 𝑣𝑝(𝑛) 

证明 利用数学归纳法.首先证明： 

             𝑣𝑝(𝑥𝑝 − 𝑦𝑝) = 𝑣𝑝(𝑥 − 𝑦) + 1              ① 

只需证  

p|𝑥𝑝−1 + 𝑥𝑝−2𝑦 + ⋯ + 𝑥𝑦𝑝−2 + 𝑦𝑝−1          ② 

以及 

p2 ∤ 𝑥𝑝−1 + 𝑥𝑝−2𝑦 + ⋯ + 𝑥𝑦𝑝−2 + 𝑦𝑝−1          ③ 



对于②，我们有 

𝑥𝑝−1 + 𝑥𝑝−2𝑦 + ⋯ + 𝑥𝑦𝑝−2 + 𝑦𝑝−1 ≡ p𝑥𝑝−1 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑝) 

下面设y = x + kp，其中k ∈ ℤ.对于整数1 ≤ t < p我们有 

𝑦𝑡𝑥𝑝−1−𝑡 ≡ (𝑥 + 𝑘𝑝)𝑡𝑥𝑝−1−𝑡  

≡ 𝑥𝑝−1−𝑡 (𝑥𝑡 + 𝑡(𝑘𝑝)(𝑥𝑡−1) +
𝑡(𝑡−1)

2
(𝑘𝑝)2(𝑥𝑡−2) + ⋯ )  

≡ 𝑥𝑝−1−𝑡(𝑥𝑡 + 𝑡(𝑘𝑝)(𝑥𝑡−1))  

≡ 𝑥𝑝−1 + 𝑡𝑘𝑝𝑥𝑝−2(𝑚𝑜𝑑 𝑝2)  

这就意味着 

𝑦𝑡𝑥𝑝−1−𝑡 ≡ 𝑥𝑝−1 + 𝑡𝑘𝑝𝑥𝑝−2(𝑚𝑜𝑑 𝑝2)，𝑡 = 1,2,3,4, … , 𝑝 − 1. 

根据这一点，我们可以推知 

𝑥𝑝−1 + 𝑥𝑝−2𝑦 + ⋯ + 𝑥𝑦𝑝−2 + 𝑦𝑝−1  

≡ 𝑥𝑝−1 + (𝑥𝑝−1 + 𝑘𝑝𝑥𝑝−2) + (𝑥𝑝−1 + 2𝑘𝑝𝑥𝑝−2) + ⋯ + (𝑥𝑝−1 + (𝑝 − 1)𝑘𝑝𝑥𝑝−2)  

≡ 𝑝𝑥𝑝−1 + (1 + 2 + ⋯ + 𝑝 − 1)𝑘𝑝𝑥𝑝−2  

≡ 𝑝𝑥𝑝−1 + (
𝑝(𝑝−1)

2
) 𝑘𝑝𝑥𝑝−2  

≡ 𝑝𝑥𝑝−1 + (
𝑝−1

2
) 𝑘𝑝2𝑥𝑝−2  

≡ 𝑝𝑥𝑝−1 ≢ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑝2)  

以上我们完成了③以及①的证明.现在回到我们原本的问题. 

假设n = 𝑝𝛼𝑏，其中p ∤ b.则 

𝑣𝑝(𝑥𝑛 − 𝑦𝑛) = 𝑣𝑝 ((𝑥𝑝𝛼
)

𝑏
− (𝑦𝑝𝛼

)
𝑏

)  

= 𝑣𝑝(𝑥𝑝𝛼
− 𝑦𝑝𝛼

) = 𝑣𝑝 ((𝑥𝑝𝛼−1
)

𝑝
− (𝑦𝑝𝛼−1

)
𝑝

)  

= 𝑣𝑝(𝑥𝑝𝛼−1
− 𝑦𝑝𝛼−1

) + 1 = 𝑣𝑝 ((𝑥𝑝𝛼−2
)

𝑝
− (𝑦𝑝𝛼−2

)
𝑝

) + 1  

= 𝑣𝑝(𝑥𝑝𝛼−2
− 𝑦𝑝𝛼−2

) + 2 = ⋯ = 𝑣𝑝(𝑥 − 𝑦) + 𝛼  

= 𝑣𝑝(𝑥 − 𝑦) + 𝑣𝑝(𝑛)  

至此，证明完毕. 

定理二（指数提升定理的第二形式）设x，y ∈ ℤ且x ≠ y，n 为正奇数.若对于奇质数 p

使得p|x + y且p ∤ x，则有 

𝑣𝑝(𝑥𝑛 + 𝑦𝑛) = 𝑣𝑝(𝑥 + 𝑦) + 𝑣𝑝(𝑛) 

利用定理一，可以轻松地证明定理二.这里不再赘述. 

  

四 当𝐩 = 𝟐时的情况 

定理三（指数提升定理当 p=2 时的形式）设两个不同的奇数 x，y 满足4|x − y.则 

𝑣2(𝑥𝑛 − 𝑦𝑛) = 𝑣2(𝑥 − 𝑦) + 𝑣2(𝑛) 

证明 根据引理一，设x，y ∈ ℤ且x ≠ y，n ∈ ℕ∗.若对于质数 p（特殊地，可以使p = 2）

使得 n 与 p 互质，p|x − y且p ∤ x，则有 

𝑣𝑝(𝑥𝑛 − 𝑦𝑛) = 𝑣𝑝(𝑥 − 𝑦) 

    因此只需证： 

𝑣2(𝑥2𝑛
− 𝑦2𝑛

) = 𝑣2(𝑥 − 𝑦) + 𝑛 

根据因式分解，可知 



𝑥2𝑛
− 𝑦2𝑛

= (𝑥2𝑛−1
+ 𝑦2𝑛−1

)(𝑥2𝑛−2
+ 𝑦2𝑛−2

) ⋯ (𝑥2 + 𝑦2)(𝑥 + 𝑦)(𝑥 − 𝑦) 

因为 x ≡ y ≡ ±1(𝑚𝑜𝑑 4)则我们有𝑥2𝑘
≡ 𝑦2𝑘

≡ 1(𝑚𝑜𝑑 4)对任何k ∈ ℕ∗ 均成立，则

𝑥2𝑘
+ 𝑦2𝑘

≡ 2(𝑚𝑜𝑑 4).以及，由于4|x − y，则有x + y ≡ 2(𝑚𝑜𝑑 4)由上可知，在这些因式中

除了x − y以外都被 2 恰整除，因而要证明的结论成立. 

定理四 设x，y是两个不同的奇数，n 是个正偶数，则 

𝑣2(𝑥𝑛 − 𝑦𝑛) = 𝑣2(𝑥 − 𝑦) + 𝑣2(𝑥 + 𝑦) + 𝑣2(𝑛) − 1 

证明 我们知道奇数的平方数都是4k + 1的形式.因而4|𝑥2 − 𝑦2.现在设 m 为奇数、k ∈ ℕ∗

使得n = m ∙ 2𝑘，则 

𝑣2(𝑥𝑛 − 𝑦𝑛) = 𝑣2 (𝑥𝑚∙2𝑘
− 𝑦𝑚∙2𝑘

) 

= 𝑣2 ((𝑥2)2𝑘−1
− (𝑦2)2𝑘−1

) = ⋯ = 𝑣2(𝑥2 − 𝑦2) + 𝑘 − 1 

= 𝑣2(𝑥 − 𝑦) + 𝑣2(𝑥 + 𝑦) + 𝑣2(𝑛) − 1 

五 例题 

例（第十五届女子数学奥林匹克）设整数 m，n 互素，且都大于 1. 

证明：存在正整数 a，b，c，满足m𝑎 = 1 + 𝑛𝑏𝑐，且 c 与 n 互素. 

证：移项，m𝑎 − 1 = 𝑛𝑏𝑐.我们设n = ∏ 𝑝𝑖
𝛼𝑖𝑠

𝑖=1 ，其中p𝑖是质数. 

观察到，只需取到适当的 a 和 b 使之满足𝑣𝑝𝑖
(𝑚𝑎 − 1) = 𝑏𝛼𝑖，那么满足条件的 c 就一定

存在. 

考虑使用指数提升定理来解决问题，然而我们并不能保证该定理的使用条件𝑝𝑖|𝑚 − 1成

立.怎么办呢？ 

联想到费马小定理：𝑚𝑝𝑖−1 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑖)，可以为我们解决整除的问题.于是我们换元：

令m0 = 𝑚∏ (𝑝𝑖−1)𝑠
𝑖=1 ，则可以保证对任意𝑝𝑖，都有𝑝𝑖|𝑚0 − 1成立. 

设m0 − 1 = 𝑘 ∏ 𝑝𝑖
𝛽𝑖𝑠

𝑖=1 ，k 与任何𝑝𝑖都互素.我们只需找到合适的正整数 b、t，使得

𝑣𝑝𝑖
(𝑚0

𝑡 − 1) = 𝑏𝛼𝑖即可. 

事实上𝑣𝑝𝑖
(𝑚0

𝑡 − 1) = 𝑣𝑝𝑖
(𝑚0 − 1) + 𝑣𝑝𝑖

(𝑡) = 𝛽𝑖 + 𝑣𝑝𝑖
(𝑡) 

故只需令 b 取足够大的正整数，t = ∏ 𝑝𝑖
𝑏𝛼𝑖−𝛽𝑖𝑠

𝑖=1 ，即可满足𝑣𝑝𝑖
(𝑚0

𝑡 − 1) = 𝛽𝑖 + 𝑣𝑝𝑖
(𝑡) =

𝑏𝛼𝑖成立. 

因而我们找到了可以使方程成立的 a、b、c，即 b 取足够大的正整数， 

a = ∏ (𝑝𝑖 − 1)𝑠
𝑖=1 𝑝𝑖

𝑏𝛼𝑖−𝛽𝑖，c =
𝑚

∏ (𝑝𝑖−1)𝑠
𝑖=1 𝑝

𝑖

𝑏𝛼𝑖−𝛽𝑖

𝑛𝑏 .命题证毕. 

 


